Cours

ANALYSE FONCTIONNELLE ET EDP

Réalisé Par :

= MESSIRDI Sofiane

= BENNOUR Abdelaziz

Année Universitaire 2023 — 2024




Introduction

Ce support pédagogique intitulé ”Analyse Fonctionnelle et Equations aux Dérivées Partielles
(EDP)” est destiné aux étudiants du L3 et de premiere année de Master de mathématiques
fondamentales et appliquées.

L’analyse fonctionnelle permet d’étudier les propriétés des fonctions et des opérations
sur ces fonctions, telles que la continuité, la différentiabilité, I'intégrabilité, etc. Elle permet
également de définir des normes et des distances sur les espaces fonctionnels, ce qui permet
de mesurer la proximité entre les fonctions.

Les espaces fonctionnels sont des espaces vectoriels munis d’une structure supplémentaire
qui permet de définir des notions de convergence et de continuité. Ces espaces sont utilisés
en mathématiques pour étudier des fonctions et des opérateurs.

Il existe différents types d’espaces fonctionnels, tels que les espaces de fonctions continues,
les espaces de fonctions intégrables, les espaces de fonctions dérivables, etc. Chaque type
d’espace fonctionnel est défini par des criteres spécifiques, tels que des conditions de régularité
ou des propriétés de convergence.

Notre compréhension des phénomenes du monde réel et notre technologie sont aujourd hui
en grande partie basés sur les équations aux dérivées partielles, qui seront notées en abrégé
EDP dans la suite. C’est en effet grace a la modélisation de ces phénomenes a travers les EDP
que l'on a pu comprendre le role de tel ou tel parametre, et surtout obtenir des prévisions
parfois extrémement précises.

On peut difficilement étudier les EDP dans une totale généralité comme on peut le faire
pour les équation différentielles ordinaires (EDO) le domaine étant trop vaste. Heureuse-
ment, les EDP les plus intéressantes proviennent de la modélisation d’'un nombre restreint
de phénomenes : convection de chaleur dans un liquide, convection d'un polluant dans
I’atmosphere, diffusion de la chaleur dans un solide, le son dans I’air, vibration des struc-
tures, calcul de I'équilibre d’une structure soumise a des forces .

On appelle probleme aux limites, une équation aux dérivées partielles munie de conditions
aux limites sur la totalité de la frontiere ou bord du domaine sur lequel elle est posée. Le
probléme est bien posé si pour toute donnée (2éme membre, domaine, données au bord,
etc.), il admet une solution unique et si cette solution dépend continiiment de la donnée.

Le cours est constitué de quatre chapitres dans un premier temps nous rappelons quelques
notions et résultats d’analyse fonctionnelle de base (espaces L?, inégalité de Cauchy Schwartz,
Inégalité de Poincarré,...).

Le chapitre deux est dédié a quelques espaces fonctionnels notament les espaces de
Sobolev et les espaces de Schwartz.

Dans le troisieme chapitre on introduit la formulation variationnelle, existence et unic-
ité de solution de certains probléemes elleptiques, régularité de solutions ainsi que 1’étude
spectrale de Laplacien.

Au dernier chapitre, on traite des problemes d’évolution pour I’équation de la Chaleur
et I’équation des Ondes.



Chapitre 1
Généralités

Les mathématiques sont une discipline fondamentale qui étudie les structures, les quantités,
les espaces et les changements. Dans ce chapitre, nous aborderons quelques généralités math-
ématiques essentielles pour comprendre les concepts et les méthodes qui seront développés
par la suite. Nous ennocerons notamment les espaces LP, formule de Green, des rappels
d’analyse et la transformée de Fourier.

1.1 Espace L*

Les espaces de Lebesgue sont des espaces fondamentaux en théorie de I'intégration. Soit Soit
(Q, B, z) un espace mesuré et p > 1 un réel. On appelle espace de Lebesgue L£P(€2) I'ensemble
des fonctions f : 2 — C qui sont mesurables et qui vérifient

/|f|pdx < 400
Q

L’espace vectoriel £P(£2) est muni de la semi-norme

[fll, = [ [f[Pde < +o0}
/

Ce n'est en général pas une norme. Par exemple, si (2, B,z) est R muni de la tribu
des boréliens et de la mesure de Lebesgue, la fonction valant 1 en un point xy et nulle
ailleurs a une norme égale a 0 sans étre identiquement nulle. Pour faire de £P(2) un espace
normé, il faut identifier les fonctions qui sont égales presque partout: ’ensemble des classes
d’équivalence modulo cette relation est noté LP(£2). C’est un espace de Banach pour la
norme précédente.

En général si 1 < p < 400, LP(Q) = {f : Q@ — C mesurable, || f|, = [|f|Pdx < +o0},

Q

(LP(€2), ||-ll,) est un espace de Banach.
Si
p =400, L=(Q) ={f:Q — Cmesurable, 3¢ > 0, |f| < ¢ p.p}
munide la norme || f|lo = inf{c / |f(z)] < cp.p}. L>(Q) est aussi un espace de Banach.
Pour 1 < p < 400, p' tel que 110 + z% = 1 est appelé le conjugué de p.
Seul Pespace L?*(Q2) est hilbertien avec le produit scalaire

(f,9) 2 = f(x)g(x)dz.
/



Proposition 1.1.1 Pour tout f € LP(Q) et g € LP (Q), |fg| € LY (Q) et on a l'inégalité:

/u D)lds < |l gl

Lorsque p = p' = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice 1.1.1 Montrer que si 2 est de mesure finie alors LP(2) < L7 si ¢ < p.
Donner un contre exemple de cette inclusion lorsque ) n’est pas de mesure finie.

ip < oo (done ¢ < o0). Soit f € LP(Q2). Comme ’5’ > 1, considérons son conjugué

(5) -

Q

/NM/NM>< (If195 de | x /mﬂm
Q Q Q Q
< ( |fIPdz | X /1d$
Q Q
(|m ()5
< 0OQ.

Si p = 00. On considére M > 0 tel que p{z € Q / |f(z)| > M} =0, alors

{\f{qdm < 4M‘1u(9) < 00

Dans tout les cas on a obtenu f € L%({2), ce qui montre l'inclusion demandée.
Cette inclusion n’est pas vraie en générale car si @ = R et f = 1, alors f € L>®(R) mais

f ¢ L'(R).
Théoréme 1.1.1 (De Fubini[”])
On suppose que F € LY(Qy x Qy), ot Qy et Qy sont deus ouverts de RYN. Alors pour presque

tout © € Q1, F(x,.) € LY () et pour presque y € Q, F(.,y) € L'(Qy). De plus on a, en
notant d(x,y) := dx @ dy :

/ Fla,y)d(z,y) = / / Fla, y)dyds = / / F(a, y)dady.

Q1% Q1 Qo Q0
Preuve 1.1.1 woir [7].
On admet les résultats de la proposition suivante
Proposition 1.1.2 (/2]) Q est un ouvert de RY :
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1. Pour tout 1 < p < oo, le dual de LP(Q) s’identifie & LP (Q) de la fagon suivante:
a toute forme linéaire continue T sur LP(S) on peut associer de fagon unique une
fonction f € L (Q) telle que:

(T, U) 1! () Lo (@) = /f(x)u(x)dx, Yu € LP(9Q).
Q

Le dual de L>=() contient strictement L'(Q2) et s’identifie a l’espace de mesure de
Radons sur €.

2. L’espace des fonctions continues sur ) d support compact est dense dans LP(SY). En
fait Uespace D(Q), des fonctions de classe C sur £ a support compact, qu’on va
définir dans le paragraphe suivant, est aussi dense dans LP(€)) pour tout 1 < p < oo.

1.2 Formule de Green

La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des EDP, elle coincide, en
dimension 1, avec la formule d’intégration par parties.

Théoréme 1.2.1 (Formule d’Ostrogradsky [1]) B
Soit Q un ouvert borné de classe C' et T son bord. Soit F une fonction de C*(Q) a valeurs
dans RN (un champ de vecteurs). Alors:

/ div(F(x))dz / F(z)n(z)dl.

Q r

Remarque 1.2.1 Dans cette formule, n(x) est le vecteur unitaire normal a ' au point .,
dirigé vers lextérieur de ).

Corollaire 1.2.1 (Formule de Green) Soit ) un ouvert régulier de classe C'. Soit u une
fonction de C*(Q) et v une fonction de C'(Q). Alors elles vérifient la formule d’intégration
par parties

/Au(:v)v(x)dx = /%(w)v(z)da - /Vu(:z:)Vv(x)dw.

Q r Q

—
Ou g—z = V.7 est la dérivée normale de u, T = 0Q et do Uélément d’aire sur .

1.3 Rappels d’analyse

Notation

On notera © = (1, Tg, ..., xx)T les éléments de RY (N € N, N > 1), |z| := /21 + ... + 2%
est la norme euclidienne de = et B(z,R) est la boule ouverte de centre z et de rayon R. Nous
désignerons par Rf le demi-espace de RY. Plus précisément notant 2’ := (1, ...,zy_1)7 les
éléments de RV et z := (2/, 2zn)7 ceux de R, on pose:

RY == {(z/,zy_1) e RY"' xR : zy > 0}.

Un vecteur o := (aq, g, ...,y € N est appelé un multi-indice et lal = a1 +as+ ... + ay
est la longueur du multi-indice. Pour toute fonction F : RY — R réguliere, on note:
oM F(x
DYF(x) := (z)

80‘1:v180‘2:v2...0aNxN ’
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Si o := (0,...,007 € NV, on adopte la convention D*F(x) := F(z). De méme, on notera
pour tout z := (z1,...,zx5)T € RV :
a a1 .02 aN

% i=altaytay.

Espaces des distibutions

L’espace des fonctions C°° & support compact inclus dans un ouvert © de R est noté D(Q)
(espace des fonctions test). On dira que une suite de fonctions (u,,), converge vers u dans

D(Q) si:

1. 11 existe un compact K C R contenant les supports de toutes les fonctions w,, pour
tout n € N,

2. lim sup|D%u,(z) — u(x)| = 0, pour tout p € N* et tout o multi-indice.
N—+00,c |

Soit © un ouvert de RY et K un compact inclus dans €. On note D(£2, K) I'ensemble des
fonctions de D(2) a support inclus dans K,

D(Q, K) = {p € D(Q) : suppp C K}
D(Q, K) est un sous espace vectoriel de D(2) et on a:
D(Q) = Uk compact, KCQD(Q7 K)

L’espace des distributions a support sur {2 est le dual topologique de D(£2), on le note
D'(Q2). Rappelons que une distribution sur 2 est une forme linéaire 7" de D(2) dans C telle
que VK compact inclus dans 2, Mg > 0, mg € N, tel que

(T, o) < My ) sup| D ()], Vip € D(Q, K).
la <m S

loc

Exemple 1.3.1 (6,,¢) = p(a), (T, ) = [f(x)o(x)dz ou f € L, (), sont des distribu-
Q

tions sur €} appelées respectivement la distribution de Dirac concentrée au point a de €2, et
la distribution associée a la fonction f.

Si les T forment une suite de distributions telle que Vo € D(Q2), (T}, ¢) converge, alors la
suite T converge dans D'(€2), soit vers T', et on a

T,p) = lim (T;, ).
(T, ) = lim (T}, ¢)
Exemple 1.3.2
201 - 1
3G —l=l), silz] <3,
(@) :{ ; j

0 sinon.

T = [ B (5 o) ptonte+ [ ' (5 ) plonto
=/0(1+y)so(%)dynL/l(l—y)@(%)dy

On aura

et par conséquent (Ty,, ) — ©(0) = (0, ), soit Ty, — 6.
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SiT e D) et e NV on définit la dérivée D*T comme étant
<DaT’ p) = (_1)‘a|<T7 D%p), Vo € D(Q),
c’est une application continue sur D’(2).

1 st2>0
0 stx<0

tique de [.,4+00[). H mn'est pas continue sur R, mais on peut lui faire correspondre une
distribution sur R puisqu’elle y est localement intégrable. On note [H| = H,

Exemple 1.3.3 La fonction de Heaviside H(x) = . (la fonction caractéris-

[H] D(R) — R
+o0
o = ([H].¢) = / H(z)p(x)dr = / () dz (L1)

donc 4 € D'(R) avec

dH d teod

(o) =—(H, 22 == | ZE(@)dw = [p@)]™ = ¢(0) = (3, ¢)
dx dz o dx

ot g est la distributionde Dirac sur R concetrée en 0, % = Jp.

Si la fonction f est réguliere sur chacun des segments [a;, a;41], (et donc localement inté-
grable), alors la dérivée de f au sens des distributions est donnée par:

(Ty) =Ty + Z (f(af — f(a;)) ba,

ou f’ est la fonction définie presque partout comme étant égale a la dérivée de f au sens des
fonctions, sur chaque intervalle ]a;, a; 1] séparément.

Définition 1.3.1 On appelle filtre sur un ensemble non vide X, Toute partie F de P(x)
vérifiant les axiomes:

e SiAe FetACB, alors B € F;
e SiA,BeF, alors ANB e F;
e N ¢ F.

Si (X, 7) est un espace topologique, alors pour tout x € X, V(z) est un filtre sur X, c’est le
filtre des voisinages de x pour la topologie T sur X.

Enfin le support de la distribution T € D’(2) est le complémentaire dans €2 du plus grand
ouvert ou elle est nulle. Précisément

x € suppT <= VYV € V(x),3p € D(V,), (T, ¢) # 0.

Exemple 1.3.4 supp d, = {0}. f € L}, .(R), supp Ty = supp f.

loc
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On désigne par S(RY) I'espace des fonctions C* a décroissance rapide (espace de Schwartz)
c’est-a-dire des fonctions ¢ € C®(RY) telles que pour tout o, 3 € NV (multi-indices),

lim |z*DPp(x)| =0,

|z| =400

ou = (o, e, ...,ayn), = (5,Ps,...,Bn). On dira qu'une suite de fonctions (uy,), converge
vers u dans S(RY) si

lim sup |z*D%u,(z) — 2°DPu(z)| =0, V8 € NV, a € NV,

n%+oo$€RN

Exemple 1.3.5 D(RY) c S(RY), e=** € S(R).

1+1x2 ¢ S(R) car \l‘?’lfxﬂ -+ 0 quand r — +o0.

Proposition 1.3.1 (/7))
1. S(RY) s’injecte continument dans LP(Q) pour 1 < p < +oc.
2. L’espace S(RYN) est complet.
3. L’injection de D(RY) dans S(RY) est continue.

4. L’espace D(RY) est dense dans S(RY).

Le dual topologique de S(RY) est S'(RY), I'espace des distributions tempérées. Une distri-
bution tempérée est une distribution sur RY continue pour la topologie induite sur D(RY)
pour celle de S(RY). T' € §'(RY) si seulement si Byun, €T (RYN) vérifiant

3C >0, Im € Net Vp € D(RY), (T, )| < C  sup (1 + ||z||™)| D (x)|.

z€RN |a|<m

Exemple 1.3.6 9if € LPF(RY), 1 <p < +oo, alors Ty € S'(RY) et (T, ¢)| < lolloo [ S (x)]d.
RN

§ et toutes ses dérivées sont tempérées, | (0)] < ||| .
Toute distribution a support compact est tempérée.

On a D(RY) — S(RY) — &'(RY) et D(RY) est dense dans S(RY).

Et &'(RY) — S'(RY) — D'(RY) et &'(RY) est dense dans S'(RY).

E'(RY) est I'espace des distributions & support compact. Et Vp € [1,+o00], LP(RY) —
S'(RM).

1.4 La transformée de Fourier

La définition de I'espace de Schwartz S(RY) a été donnée au début de ce chapitre.
Définition 1.4.1 Pour toute fonction f € S(RY), on définit sa transformée de Fourier par:

7(6) = F(p)() = —

—ix.£ N
(QW)];R/Nf(x)e dx V¢ € RY. (TF)

La transformée de Fourier vérifie les propriétés suivantes:
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1. Pour toute fonction f € S(RY) on a F(f) € S(RY).

2. F:S(RY) — S(RY) est un homéomorphisme. Son inverse, noté F est défini par

F(f)(x) = (2;

7 / f(&)e™tde Vo € RY. (TFI)
RN

3. pou tout f € S(RY) et a € NN on a les formules suivantes:
F(Df)(&) =i F(f)(€) (f1)
F@f)(€) =i Df(€)  (Ra)
4. Parseval dans S(RY): Si f,g € S(RY), alors RfN FW)aw)dy = [ F(€)g(€)de.

Définition 1.4.2 On définit la transformée de Fourier de toute distribution tempérée S'(R™)
par la formule:

(F(T), o) sr@nys@ny = (T, F(9))simnys@nys Vo € SRY),

De méme pour la transformée de Fourier inverse:

(F(T), o) sy s@ny = (T, F(9))simnys@nys Vo € SRY),

et 'on a encore F(F(T)) = F(F(T)) = T pour tout T € S'(RY).

La transformée de Fourier sur S'(R%) jouit des propriétés suivantes :
1. F:S8'(RY) = §'(RY) est un homéomorphisme.
2. Les relations (R;) et (Ry) sont vérifiées au sens des distributions pour tout f € S'(RY).

3. Si f € S'(RY)N LY(RYN) alors les expressions de F(f) et F(f) sont données explicite-
ment par les formules (T'F) et (TFI).

Exercice 1.4.1 Montrer que si uw € L'(RY) alors U est une fonction continue bornée sur
R,

Théoréme 1.4.1 (De Plancherel)
Si f € LARYN) alors F(f) € L*(RN). De plus lapplication F : L*(RY) — L*(RY) est une

isométrie (pour la norme de L*(RYN)). L’identité
1 fllz2@yy = [ fll2@my, Vf € LAHRY),
s’appelle ['identité de Parseval.

Le diagramme suivant résume une partie des résultats énoncés ci-dessus:

SRY) L SRY)

N N
L2RY) & L2(RY)
N N

_F
S'RY) = S'(RY),
ol — désigne un homéomorphisme et ou les inclusions sont toutes continues et denses.
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Exemple 1.4.1 (5,,¢) = v [ eT®p(x)de = 6, = —xe ™ dans S'(RY), et
<2w v (em ¥

§= 5 )N lgy dans S'(RY),

(02 ¢ G p) = —F(a) = iTp(a) = (00, TP) = i(204,0) d0il 3}, = Jb=we " dans S'(RY). Bt

5u(k) = jix e=iva, §(k) = =it

Proposition 1.4.1 La transformée de Fourier d’une distribution T € &'(RYN) a support
compact est une fonction C* au RN associeé¢ a la fonction

1
(2m)%

(T, e )(8).

Proposition 1.4.2 5i S € S'(RY), T € &'(RY), alors ST € S'(RY) et on a F(S*T) =
(27)2 F(S)F(T) de méme F~1(S «T) = (2r)2 F-1(S)FL(T).



Chapitre 2

Quelques espaces fonctionnels

Les espaces fonctionnels sont des espaces mathématiques qui regroupent des fonctions ayant
des propriétés spécifiques. Les espaces fonctionnels les plus couramment utilisés incluent les
espaces de Hilbert, les espaces de Banach, les espaces de Sobolev, les espaces de Lebesgue,
etc. Ces espaces fonctionnels sont essentiels pour la formulation et la résolution de nombreux
probléemes mathématiques et physiques.

2.1 Espaces de Sobolev

L’analyse démontre l'intérét qui s’attache a l'introduction de 'espace des fonctions de L2
dont les dérivées au sens des distributions sont dans L?, ce sont les espaces de Sobolev H™
que 'on peut munir d’une structure hilbertienne.

Ces espaces et tous ceux construits par des procédés semblables, jouent un réle absolument
fondamentale dans ’analyse des EDP.

Définition 2.1.1 Si Q désigner un ouvert de RY et m un entier naturel, on appelle espace
de Sobolev d’ordre m et on note H™(Q2) ’espace vectoriel suivant:

H™(Q) = {ue L*(Q); 0*ue L*(Q), a e NV, |a| <m}.
Bien entendu, dans cette définition, la dérivée 0%u est a prendre au sens de D' (€2).
Alors pour m = 0, on a H(Q) = L*(Q).
On munit H™(Q2) du produit scalaire:
(U, V) = Z D*uDvdx
la|<m®q
qui induit la norme suivante:

Jl, = 37 / Doudr = 3 | D%ulag.

la|<m®q || <m

Théoréme 2.1.1 L’espace H™(Q) muni de la norme ||.||,, est un espace de Hilbert.

Preuve 2.1.1 Soit (u;)jen une suite de Cauchy pour la topologie de H™(Q2). Alors Va €
NV |a| < m, la suite (D%u;)jen est de Cauchy dans L*(Q) qui est complet, par conséquent
(uj)jen converge vers u € L*(Q2), de méme Yo € NV, |a| < m, la suite (D%u;)jen convergé
vers un élément w, de L*(Q) pour topologie de L*(Q) et L*(Q) — D'(Q) donc (uj)jen
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converge vers u pour la topologie de D'(2) comme Uopérateur D est continu de D'(2) dans
D'(Q), la suite (D*u;)jen converge vers D*u pour la topologie de D'(Q2). La topologie de
D'(Q2) étant séparée, on a nécessairement w, = D%, |a] < m.

Finalement pour tout o € NV |a| < m, la suite (D"u;);en converge vers D*u pour la
topologie de L*(Q). D’ot (u;)jen converge vers u pour la topologie de H™(S2).

Remarque 2.1.1 En théorie des EDP, on utilise aussi les espaces W™P, m € N, p > 1
obtenus en remplacant L?(Q) par LP(Q) dans la définition précédente.

Proposition 2.1.1 Sim > m/. H™() est contenu avec injection continue dans H™ (£2).
Preuve 2.1.2 Sim>m', u€ H™(Q) = u € H™(Q) et ||u]lpm < ||t|/m.
Remarque 2.1.2 1. On aVm € N, les inclusion suivantes:

D(Q) — H™(Q) — H™ Q) — ... = HY(Q) — L*(Q) — D'(Q).

2. Le cas particulier ou Q = RY est intéressant dans la mesure ot on peut le redéfinir
d’une maniérer équivalente par la transformée de Fourier.

Théoréme 2.1.2 D(RY) est dense dans H™(RY), Vm € N.

Preuve 2.1.3 Voir [/]

2.1.1 Cas particuliers H*(Q) et H?(Q) :

Soit © un ouvert de RV,

a)
ou

Ox;

est un espace de Hilbert lorsque il est muni de produit scalaire

HY(Q) = {u € I2(Q), — € LX(Q), i = 1, N} L HY(Q)

— 0 0
(w0 = [u@@ide + 3 [ @5 @)
Q =1"q
et de la norme associée
Jull 71 gy = llu(@) |72 + H (@)1220) = llullZ2iq) + IVullZ20)-
8:6

Lorsque € est un ouvert de R? on peut défini H'(Q) en utilisant les coordonnées
polaires par la paramétrisation

o(r,0) = (rcos,rsinf) = (x,y) € Q, r>0,—7 <0 <.

(r,0) = ¢~ (z,y) € 67L(Q) = Q.

L’application: N
L3(Q,dxdy) — L*(Q,rdrd0)
U —> Uo P
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est une isométrie car:

||l 20y = /|u(x,y)|2dx = /\u(rcos&,rsin@)ﬁrdrd@.
5 /.

D’autre part, on a si

d 0 sinf 0

4, = cosf7- 3 —

r7i = sinfy Cof‘g%.
Donc pour que a(z , 6%2 soient dans L?(§2), il faut et il suffit que “, 1 8" o appartiennent
a L?(Q).
Par conséquent,

~ ~ ~ Ju  10u
HY(Q) = {u e L*(Q, drdo), a” et —a—z e L*(Q, rdrde)}
r

Muni de sa norme naturelle:

1
2 /|u r,0)|2rdrdd + /|— "0 |2rdrd6+/ @ (r,0)|2drdb.

ou
ox;

0%u
83@8@-

H*(Q) = {u € L*(Q), € L*(Q), € L*(Q), i,j=1, N} CHY(Q)

est un espace de Hilbert lorsque il est muni de produit scalaire

- ou 29
20 = d E E d
(u; v)m2(0) /u(:c)’u(:ﬁ) T+ - /81’@( /8@8@ 8@(‘9%‘]( z)dz
Q =10
et de la norme associe
N 82 )
ullFr2q) = llulliz) + 1VullZ2q) + E H ( ) 7200

Remarquons ici que si u € H%(Q) alors Vu € (H*(Q))" .
2.1.2 Quelques propriétés immédiates:

1. S(RY) — H™(2), Vm € N. Cette inclusion est stricte car si m =1 et u(z) = =5 €
H™(R) mais u ¢ S(R).
2. H™(RY) — L*(RY) — S'(RY).

3. H™(R") coincide avec I'espace des distributions tempérées telles que (1+|£]2)20(€) €
L*(RY).

4. la norme de H™(R”) est équivalant & la norme définie par
Jull, = [ (14 1€R)ma©Pds
RN
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5. Pour s € R, on définit H*(RY) = {u € S'(RY): (1+ [¢*)2u(é) € L*(RM)}.

Exemple 2.1.1 1. Soit u(z) = z%, a € R, définie sur I =]1;+4o00|. Cherchons les o pour
lesquelles u € H'(I).
I faut que x® et ax® ' dans L*(I) ce qui donne:

+o0o ZEQOH_I +oo -1
2c .
r*%dx = <00 St > —,
/1 [2a+1L 2

et

+00 201 +oo 1
az/ 22 dy = <00 st > —,
1 200 — 1], 2

donc w e HY(I) sia < 3.
2. Q=] —-1;1[, v(z) = |z|* a > 0.

1 201 1 1
/x2adx:2{ ] <00 st > —,
-1

|a71

= (asing(z)|z[*, ¢).

D’oi v'(x) = asing(z)|z|*. Aussi

1
/|x|2°‘ Qd:v—Qoz{ _1} <oosioz>§.

En conséquence |z|* € H'(Q) sia > 3, |z|* € LY\ HY(Q) si 5t <a <3
3. Tout fonction de C*([—1;1]) est dans H'([-1;1]).
. P 1six >0, .
4. Soit u définie sur | — 1; 1] par u(x) = _ alors u ¢ H'(] — 1;1]).
0siz <0,

En effet, u € L*(]—1; 1) maisu' = & ne peut pas identifiée a une fonction de L*(]—1; 1[).
Suppose le contmire c’est a dire qu’il existe g € L*(] — 1;1]) telle que p(0) = (8, p) =

= [}, g(@)p(z)dz, Yo € D(] — 1; 1]).
Par le theoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on a:

1
. 2 .
tim [ Jg(o)de =0,

Soient 0 < € <  tel que [ |g(z)]Pde < 5 et ¢ € D(] — 1;1]), 0 < p(x) < 1 sur
| = L1 ¢(0) =1 et suppp C [ ] Donc
€ € 2 € 1
1= p(0) = (5,0) = | g(a:)go(:v)da:|§/ @dw/ "p(;)‘ do < e < . Absurde.
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5. 0 € H¥(RYN) si seulement si 2s < —N
En effet, 6 = ﬁ, donc 6 € H*(RVN) si seulement si (14 |¢[?)2 € L2(RV).
T) 2
Voici quelques illustrations des H*(RY) :
Proposition 2.1.2 Soit T € &'(RY). Si p est Uordre de T, alors T € H*(RY) dés que
2(s+p) < —N.
Preuve 2.1.4 Puisque T est a support compact, T e C=(RY) C LL.(RY). De plus

1 STE)] = |(1+ €[2)5 (T, =€) | —
(L +[€1%)2T(E)] = |(1+ [g]*)2¢ >|(27T)

(1 +[€%)2 ) sup|Dg (™)

xT
la|<p

N
2

< c(1+ ¢

d
(1 + €] ) 2 ou bien si /]RN (1+|§|€> (s+p)

< ooc’est a dire 2(s + p) <

Done T € H*(RM) si (1 + |¢[2)°F € L2(RY).

Proposition 2.1.3 Pour tout s € R, D(RY) est dense dans H*(RN).

Preuve 2.1.5 Puisque D(RY) est dense dans S(RY), on montre que S(RY) est dense dans
H(RY).

Soit f € H*(RN) alors (1 + |¢*)2f € L*(RY). Comme D(RY) est dense dans L*(RY), il
existe (p;) C D(RN) qui converge dans L*(RN) vers la fonction (1+|£|%)3 f lorsque j — +00.
Posons G;(€) = (1 +[£]2)7 9 (&) € D(RY) € S(RY). Done g; € S(RY) et par construction
(1+[€7)ig. i

©; converge dans L2(RYN) vers (14 [£2)3 f autrement dit (g;) tend vers f dans H*(RY).

En général, pour un ouvert Q C RN, D(Q) n’est pas dense dans H™(Q), m > 1.

Exemple 2.1.2 L’exzemple suivant montre que D(]0; 1]) n’est pas dense dans H*(]0; 1[).
En effet soit la fonction f(x) =e* € H'(|0;1]) et Vo € D(]0;1]), on a

1
(i) = /0 f(@)o(a)dz + / fa

= (f,o)pp + (¢ )p >
= < 790>’D’,D’ - <f 7()0>D’,’D’
=0 carf=f"

Dot f € D(J0; 1[) 1 a0d £ {0}, c’est a dire D(]0; 1[) ne peut pas étre dense dans H'(]0; 1[).
On a le résultat de densité suivant pour un ouvert assez régulier.

Proposition 2.1.4 ([/]) Si Q est un ouvert borné de RN de bord de classe C* ou si Q =
RY = {(z1, 29, ...,xn) [ Ty > 0}, alors pour tout u € H(Y), il existe une suite des fonctions
(u;) C D(RYN) telle que

|u; — ul| ) — 0 lorsque j — +o0.
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Ceci justifie la définition suivante:

Définition 2.1.2 On note Hi*(Q2) ladhérence (pour la norme ||.|gm(q)) du sous-espace
D(Q) dans HJ'(S2), m € N*.

Remarque 2.1.3 1. HMRY) = H™(RY).
2. HJ*(Q) est muni du produit scalaire de H™(S).

3. ¥Ym > 1, HJ'(Q) est un espace de Hilbert, par définition HJ*(Q2) est fermé dans H™(S2)
et donc complet.

Théoréme 2.1.3 Le complement orthogonale de HJ'(S2) dans H™(Y) est l'ensemble des
u € H™(Q) vérifiant I’équation aux dérivées partielles:

> (=nlID*u =0,

|| <m

Preuve 2.1.6 Soit u € H™(Q), alors si u € (H(Q))* = (D(Q))*+ = (D(Q))L = (D(Q))*.
D’ou, Yo € D(Q), on a:

0= (u, @) pm@ = Y_ (D, D@)r20) < Y _ (1) D™, 0)pra)p) =0
la|<m |a|<m
= > (~DFID*u=0
la]<m

Exemple 2.1.3 H'(Q) = H}(Q) & (H}(Q))*.
Ainsi h € (Hg(Q))* si seulement si (h,v)mq) = 0, Vv € D(Q), ou bien, fh v(z)dz +

S [ #(@) 42 ) =0,

Que nous écrivons au sens des distributions

8h 81} 0%h
h?]p/p‘i‘ E 8:1: DD—O@GL U>D’D_ E <@,@>D/,D:O
¢ Li i=1 ?
& (h— AhT) =0, Yv e D(Q).

D’ov, —Ah+ h = 0.

En conséquence, u € H(Q) & Jug € HE(Q) et h € (HL(Q))* tels que
U = Uy + h
—Au +u= —AUO + ug.

Exercice 2.1.1 Montrer que Ym € N et « € NV |a < m, Uopérateur de dérivation D* est
linéaire continu de H™(Y) dans H™11(Q).
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2.2 Notion de trace

On sait que les fonctions de H'(€2) ne sont pas nécessairement continues. Pour définir leur
valeur au bord, on va les approcher par des fonctions régulieres telles que celle de D(£2) par
densité dans H'(Q) etc.

On montre ici que le fait d’associer une valeur au bord pour une fonction est une opération
continue par la topologie de H'((Q2).

Plus précisément, on a:

Théoreme 2.2.1 Théoréme de trace
Soit Q un ouvert borné régulier de classe C', ou bien Q = R™. On défini l’application trace

Y : H{(Q)NCE) — L*0Q) NC(0Q)
v — YoU = v|aq

C(Q) espace des fonctions continues sur €.
Alors 7y se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H'(Q) dans L*(Q)

notée encore vy. En particulier, il existe c > 0, Yv € HY(Q), on a:

100l 2 00) < ellvllan@)-

De plus,
Hy = Ker y = {u e H'(Q) / you = ulaa}.
Preuve 2.2.1 On montre le résultat pour le demi-espace @ = RY = {& = (2/,zn) €
RY, 2y > 0}. Soit v e D(RY), on a
/ 2 ee !/ av /
lv(2",0)|* < =2 v(asxn)— (2 zn)dey
0 Orn

et en utilisant 2ab < a® + b?,
/ 2 e / 2 v / 2
(2’ 0)]" < (s on)|” + | 5— (2 2n)|7 ) da.
0 ax]\[

Par intégration en ', on obtient

o@@, 0P’ < [ (@) + 12 @) ) da,
/ /( orn )

RN-1 RY
c’est a dire
[0l r2@ryy < l0llay):
Par densité de C’go(@) dans H*(RY), on a le résultat .
D’autre part, comme les fonctions de H}(Q) sont les limites des fonctions de D(Q2) pour la
topologie de H'(Q) et que celles-ci s’annulent sur 9, la continuité de -y implique que la

fonction limite a une trace nulle. Do, HY(Q) C {u € H(Q), ulaq = 0}.
Montrons la réciproque, c’est a dire

siu € H'(Q=RY), you=0 alors u € H}(Q).

Par densité de H*(Q) a support compact dans €, on peut supposer que u € H} (), you =
0, supp u compact.
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Vérifions que u est limite dans H'(Q) d’une suite des fonctions u; € Hg(Q) ce qui impliquer
au€ HYQ) car H}(Q) est fermé par sa définition dans H*(S2).
Pour cela on introduit la fonction 0; défini par:

1 87: TN Z %a
Oi(zn) =< jay —1 siaye€ [%, %],
0 ailleurs.

On pose uj(x) = uj(2’, xy) = 0;(xn)u(z). Alors par régularisation, on peut approcher pour
j fixé, ujpar des fonctions de D(QQ). Soit o, = u;* p; ou pi(x) = N p(lx) 0t p est un élément
d’une suite régularisant dans RV,

Or, d’aprés les propriétés de la convolution sz' v e LXRYN), on avxp — v dans L2(RY), et
si g—;i € L*(RY), alors B(v £ — p, « 50— DU dans L*(RVY).

Dans montre cas, u; € LQ(RN) et g—zfi € LQ(RN), i=1,..,N, car

400
/ iy P = / (/ |9j<x>|2|u<x>|2dm) 02’ < [ull2a .
RN '

RN-1 J

Car |0;(zn)] <1 surR.

ou; 00;u w
Pour1<i< N -1, j: St =05 € L*(RV).

Pouri= N, gg}fv = &ij +0; 2% € L*(RY) car supp 6J C [5: 2]

Par conséquence, u; € H} () et you; =0, Vj € N.
Il reste a montrer que u; — u dans H' ().

Or,
2
s =l = [ [ 16~ DuPdais
RN-1 0
2'
< 2/ / lu(z’, 2 ) Pde’dry — 0.
0 RN-1
De meéme,
. Ou; _ 00ju n
Pour1<i< N — 1,87—81 ngm e L*(Q).
Pour i = N, gxﬂ = u«9/ «9]8‘11;
,€ L*(RY) car 057 — 2% dans L*(Q) et nous allons montrer que 0'u — 0 dans L*(Q).
En effet,

2
j .
Gyulteey = [ [ o) Py

RN-1 J

Mais pour tout ' € RN"1 zny — u(2’,zn) est dans H'(]0;+00]), donc est pour tout '

représentée par une fonction continue par rapport d xy et u(x’,0) =0 (voir Lemme suivant).
On peut alors écrire:

N Ou
)P <1 [ g o <o [Py

pour linégalité de Cauchy-Schwartz.
2

Do, [u(2',xn)|? < 2y [§ [u(a’,y)|*dy pour xy < %

16



Ainsi

2 2
10012 2 [7 70U
Wl < [ @it o M5 Py
RN-1 J

2
3 i, ou
<= [ da — (2, y)|?d .
</ x/ (el Pdy =0

Lemme 2.2.1 Soit v € H' (R, =]0; +oc[). Alors v est une fonction continue sur R, et on
a

[0(0)[* < 2/Jv]l gz 1V,

Preuve 2.2.2 Puisque D(R,) est dense dans H'(R,), il suffit d’établir I'inégalité pour
v e DR,).

d, ., d B do(t)
SO = S 0(0®) = T + o)
= 2Re (v(t ()d )).

D’ou, en intégrant de 0 a +o0, on a:

!/

|v(0)|2:—/ Oo%|v(t)|2dt:2}?,e / oo dt
" i
<2 o

< Noll2@ollv'll2 @)

Pour la continuité, on montre d’une maniére générale que si N = 1, alors H'(2) C C(Q),
c’est a dire si v € H'(Q), on montre qu’il existe u € C(Q) tel que v = u presque partout
dans ).

On fizé un point quelque xy dans ) et on défini u par:

u(z) :/ V' (t)dt pour tout x € .

Zo

Notons que u(x) a bien un sens pour tout x € ) puisque

)| <V|r— $0|HU’HL2(Q) < 00.

Calculons la dérivée de u au sens des distributions:

Vo eD, (U, )= —/abu( / / x)dtdx

si supp (¢') C |a;b], alors le théoréme de Fubini, donne

(', @)y / / dtdz—/xo /xo x)dtdx
/ / v'( x)dtdr — /z /I x)dtdx
/ / v’ x)dxdt — / / x)dxdt
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car dans la 1°" intégrale [ Zoggmtéxi ] = { ;ggtwggxto ] , dans la 2°™¢ intégrale { 22 i f;f: }
[tﬁmgbl

ro <t <0b |
D’ou

(W eloiaoim = | "0 (ol0) — e = [0 (60— pla)at

Zo

:/ V' (t)e(t)dt car p(a) = p(b) = 0.

Ce qui montre que v = v' dans D'(Y), donc u = v + ¢, ¢ € R, mais u,v € L*(Q), alors
u = v + ¢ presque partout dans §2.

St on pose u =u — ¢, Yxr € ), on a u = v presque partout dans 2.

D’autre part, U est continue dans Q car Vz,y € Q, on a

mu)—ﬂ@ﬂzy/mU@Mt—c+/wd@Mr+d

Y "
—1 [Tvva

T
< V= ol oy

Attention: Si N > 1, le Lemme est faux. En général, les fonctions de H*(Q2) (2 Cc RY, N >
1) ne sont pas continues.

Remarque 2.2.1 Pour m > 1, on a aussi

o'u

Hy" = {u € H"(Q), -

QQ:O, Z:(),l,,m—l}

Exemple 2.2.1 Soit f € HY(RY), cherchonsu € S'(RY) solution de I’équation —Au-+k*u =

f, ke R". R
Par la transformée de Fourier, on a u(§) = |§|2ﬁj’“(f)
Or,
a2 1+ ¢~ P
a+ eyl = S R < e+ i) € @Y

xi|? + k2
|21

Donc, u = F~'u € H*P2(RY). Cette solution est unique car siu,v € H*T2(RY) sont solution
alors —Aw = k*w ot w =u—v € H*2(RY). D'ou (|¢]* + k%)@ = 0 donc & = 0.

Nous savons que D(2) est dense dans H{*(€2) pour la topologie de H™(£2). Par conséquence,
le duale de H['(2), c’est & dire l'espace des formes linéaire continues sur H{*(€2), est un
sous-espace de D'(€2). On peut introduire la définition suivante:

Définition 2.2.1 Pour m € N, on note H-™(Q2) le dual topologie de HJ'(2).

Proposition 2.2.1 1. H7™(Q) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme
naturelle

Fu
T —_
el |2l

2. Sim>m/, H™(Q) — H™(Q) avec injection continue.
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Preuve 2.2.3 1. Résulte du concept général du dual d’un E.V.N.

2. Sim >m', D(Q) C HPQ) C HY(Q) pars que, D(Q) est dense dans HJ (), alors
H™(Q) est dense dans HJ' (Q) car

/

H™ (©)

—Hm/(

m! Q) o I OO0 m’
H"(Q) =D C H"(Q) C H" () = HJ" ().

Donc H‘m'(Q) C H™(Q) et i : H‘m/(Q) — H™(Q) est continue car H.H_m\mm,(m =

[R R

2.3 Théoreme d’isomorphisme

Théoreme 2.3.1 Théoréme d’isomorphisme

L’application
> (=nkip*: H™Q) - H™(Q)
la|<m

est un isomorphisme isométrique.

Preuve 2.3.1 Soit g € H™(Q) et posons T = > (=1)l*\D2>*g. Montrons que T est iden-

laj<m

tifiable a un élément de H=™(Q)). En effet, Yo € D(Q), on a:

<T7 §0> = Z <Dag7Da90>L2(Q) = <97§/5>HM(Q) = </g\7 90>

laj<m

Par conséquence, T est continue sur D(2) muni de la topologie de H™(S2), donc T peut étre
prolongée en une forme linéaire continue L sur HJ*(Q2), de plus on a:

L(u) = (G )y, v € HP(Q).

Ce qui prowve que L € H™™(Q) et ||L||g-m@) = ||g|lam©) si g € H' ().

Il reste a démontrer que limage de HI(Q)) par Uapplication S (—1)1*1D?* est égale a
o <m

H™(9Q).

En effet, d’aprés le théoréme de Riesz si L est une forme linéaire continue sur HJ(Q), il

existe g € H*(2) tel que Yu € HF* (), on ait L(u) = (u, g) gmq).-

Soit T' la distribution associée a L c’est a dire T = L|p) Vo € D(R), on a:

L(p) = (T, 0) = (. Q@ = Y _ (—1)*UDp, D*g)r2(0)

la<m

= ( Z (—1)*'D**G, ©) (e p(e)-

laf<m

Ce qui montre que T = Y. (—1)l*D%g.

laj<m

Corollaire 2.3.1 D(2) est partout dense dans H~™().

L'isométrie > (—1)l*ID?* de HJ(Q) dans H™™(Q) applique D(f2) dans lui méme, or
la|<m

I'image d’'une parte dense par une isométrie surjective est aussi dense, ce qui donne le résul-
tat.
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2.4 Théoreme de représentation

Théoreme 2.4.1 Théoréme de représentation
Une distribution T sur Q est prolongeable en un élément de H™ () si et seulement si

T= Z (_1)|Q‘Dafa ou foz € LZ(Q)

la|<m

Preuve 2.4.1 1. Soit T = Y. (—=1)l*IDf,, f. € L*(Q), Vo € D(Y), on a

laj<m

(To0) = Y {far (=1)"'D%) = > (=1)*Nfa, D°B) 120

|| <m |a|<m

d’ou, [T, ¢)| < ( > [ fallzz@ > el zm -
al<m

Ce qui montre que T est continue sur D(S2) pour la topologie de H™(Y), donc T €
H™(Q).

2. Inversement, soit T € H™ (), d’aprés le théoréme d’isomorphisme précédent, g €
HMQ) telque T = Y. (=1l D?2g. Posons f = (—=1)1*1D%g on a bien T = 5. (—1)leID?f,,.

lor|<m lor| <m

N
Exemple 2.4.1 1. uc H' Q) ou= Y (=1)°Df, = fo+ ngl ot fo, f1,.. fn €
i=1

laj<m

L2(Q).

2. Soit u € L*(Q). pour 1 < i < N, on peut défini une forme linéaire continue d“ dans
H=YQ) par la formule

ou Oy
(2 Q (2
En effet, L(yp) = —fug—;’;dx est une forme linéaire continue sur H} () car
Q
_ Oy
1L(p)| = U, 5 =) 2@l < llullz2e)

i

< [full 22 mIIsOIIHg(Q)-

3. Ona HY(Q) C LA(Q) = (L*(Q)) € H1(Q) et les inclusion sont strictes.

2.5 Quelque inégalités dans les espaces de Sobolev.

Lemme 2.5.1 Inégalité de Poincaré
Soit Q un ouvert de RN borné dans une direction (i.e, AR > 0 tel que par exemple Q C
{lzn| < R}). Il existe alors une constante ¢ > 0 telle que

Yu € Hy(Q), /|u(x)|2dx < c/|Vu(x)|2dx.
0 0
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Preuve 2.5.1 Soit ¢ € D(Q2), on a p(2',zN) = ffR l_R;xN(t)aax—‘fv(x’,t)dt.
En utilisant Cauchy-Schwartz, on a alors

R
(e, o) < 2R / 192 (o0 ).
_R (?x

N

Intégrons cette inégalité sur €2, on obtient:

/|g0 o' xn)|Pdr < 2R/ / {/ &'0 —(x /,t)dt} dx yda!
Oz

RN-1

dp
<4 2 o 2
i [|2 (@)
Q
< 4R? / V() 2de.

On obtient alors le résultat dans Hg () par densité.

Corollaire 2.5.1 Soit m € N* et u € H} (), Q ouvert de RN borné dans une direction,
alors:

lullz@) < cm Y 1D ullfays € > 0.

|a|<m

La preuve est immédiate en itérant l'inégalité de Poincaré et en utilisant la densité de D(S2)
dans HJ(S2).

Exercice 2.5.1 Montrer l'inégalité de Poincaré si Q) =|0; 1[. Soit uw € H(]0;1]) € H(]0; 1[),
alors pour tout x €|0; 1[ on a

u(z) = u(xr) —u(0) = [, u'(t)dt et donné

1 1 xT 2
Wiy = [ lwFas = [ ([ w < [ ([ o) a= ([ womw)
On finalement
fobegoan < ([ Wrar) ([ ) = g

Exercice 2.5.2 Si Q est un ouwvert de RN borné dans une direction alors lull g =

|Vul| 2 est une norme équivalente & la norme usuelle de H'(Q) sur Hy(S2).
En effet,

Vu € Hy(Q), l[ullmyo) = [ Vull ) < lullm)
=l + 1Vula

S V 1 + CQHVUHLQ(Q)
< V1 +Aull gz
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2.6 Quelques résultats de régularité:

Théoreme 2.6.1 Théoréme d’injection de Sobolev
Pour s > %, alors les éléments de H*(RY) sont des fonctions continues tendant vers 0 d
l'infind.

Preuve 2.6.1 On peut écrire u(€) = [(1+|£*)2a(€)] (1 + €[> = le premier terme appar-
tient a L*(RY) siu € H*(R") et le second appartient & L*(R") des que s > 5. On a donc

u e LR et alors u continue et tend vers 0 d Uinfini (ici on a utilisé si f € L*(RY), alors f
est continue tend vers 0 a U'infini et || f|| 2@y < || fl| oy ).

En appliquant ce théoreme aux dérivées d’ordre < m de u, on obtient:

Corollaire 2.6.1 Vm € N et s > % +m, les élément de H*(RN) sont des fonctions de
classe C™. En particulier une fonction appartenant a H*(RY) pour tout s est une fonction
de classe C=(RY).

En considérant un élément de H*({)) comme restriction a Q d’un élément de H*(R"), on
obtient:

Corollaire 2.6.2 5i Q est un owvert de RN, k, m € N tels que m > 5 + k, alors H™(Q)
s’injecte continument dans l’espace C*(Q).

On achevé ce chapitre par le théoreme de Rellich d’injection compacte sur certains espace
de Sobolev.

Théoreme 2.6.2 Théoréme de Rellich
Soit Q un ouvert borné de RN, alors Ym € N* :

1. L’injection de HJ(Q) dans HY* ' (S2) est compacte.
2. L’injection de H™(Q) dans H™ () est compacte.
Q2 borné et ON) est de classe C™.

Le résultat de ce théoréme ne subsiste pas si {2 n’est pas bornée, I'injection n’est que continue.
En particulier, I'injection d’une manier compacte dans H'(Q) et L?(Q) lorsque €2 est borné
de bord 992 de classe C?. L’injection naturelle de H(]a, b]) est compacte dans L?(]a, b[) pour
tout intervalle |a; b borné.
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Chapitre 3

Problemes aux limites linéaires de
seconde ordre

Les problemes aux limites linéaires du second ordre sont des équations différentielles du sec-
ond ordre qui sont soumises a des conditions aux limites spécifiques. Ces problemes sont
souvent rencontrés en physique et en mathématiques appliquées.

Un exemple classique de probleme aux limites linéaire du second ordre est 1’équation de
Laplace, qui est une équation aux dérivées partielles qui décrit le comportement de champs
scalaires dans un domaine donné. Les conditions aux limites peuvent étre des valeurs spéci-
fiques du champ & certains points du domaine, des conditions de Dirichlet (valeurs fixes du
champ sur le bord du domaine) ou des conditions de Neumann (valeurs fixes des dérivées
normales du champ sur le bord du domaine).

La résolution des problemes aux limites linéaires du second ordre implique souvent 'utilisation
de techniques mathématiques avancées telles que la méthode des séries de Fourier, la trans-
formée de Laplace ou les méthodes numériques comme la méthode des éléments finis. Ces
problémes permettent de modéliser de nombreux phénomenes physiques tels que la diffusion
de la chaleur, la propagation des ondes ou la résistance des matériaux.

3.1 Classification de certains équations aux dérivées
partielles

La classification générale des équations aux dérivées partielles ayant un aspect tres difficile,
on se restreint ici a une classification de certains équations linéaires ou quasi-linéaires de
deuxieme degré. Précisément on considéré des équations de la forme

N
0*u u ou
aii———+ f(z,u, —, ..., —) =0 ou z = (z1,...,zy5) € RV, 3.1
ijl J@xiﬁj f( 8:171 a{L‘N> ( ! N) ( )
N 2
et la matrice des coefficients de la partie principale »_ aijaaTigj’ A= (aij)f-yj:l est constante

ij=1
ne dépendent pas de z. ’
Nous allons aussi supposer que a;; = a;;, Vi,j = 1,..., N c’est a dire A est une matrice réelle
symétrique. On sait que les valeurs propres de A sont toutes réelles, on pose N, nombre des
valeurs propres strictement positives, /NV,, nombre des valeurs propres strictement négative.

1. On dira que 3.1 est elliptique si N, = N, N,, = ou N, = 0, N,, = N, exemple:
N 92
0 u

2
— o0x;

+f()=0.
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2. 3.1 est générale hyperbolique si N, > 1, N, > 1 et N, + N,, = N, exemple:

u  0%u B 0%*u B 0*u B 0%*u
ox?  Or3 Ox} Oxi Ox?

+f()=0, N=5.

3.1 est normale hyperbolique si N, = N —1,N,, =1ou N, =1,N,, = N — 1, exemple:

62u+82u B 82u+f()
ox?  Ox3  Ox? '

=0, N=3.

3.1 est ultra-hyperbolique si N, > 2, N,, > 2 et N, + N,, = N, exemple:

0%*u N 9*u B 0%u B 0%u
oz Ox3  0Ox}  Oxi

1

Ff()=0, N=4.

3. 3.1 est générale parabolique si IV, + N,, < N, exemple:

Pu  O%*u B 0*u
ox? Oz 02

+f()=0, N =4.

Enfin, I’équation 3.1 est normale parabolique si N, = N — 1, N, =0ou N, =0, N,, =
N — 1, exemple:

0%u
— )=0, N=2.
oz 710 =0,
Remarque 3.1.1 1. Si lon veut classifier une équation donnée, il faut premierement

précise le nombre N des variable indépendantes. Par exemple, [’équation

0’u  0%u
a_ib‘% —+ a—x% —|—f() =0

est elliptique si N = 2 mazis est parabolique st N > 2.

2. Prenons N =2, a, b, ¢ des constantes réelles, non toutes nulles.

L’équation 3.1 devient (si zy = x et xo = y)

2 2 2
aau+2bau 0“u

a b
Ox? 8x8y+00y2+f('>70’ A(b c>'

Les valeurs propres de A sont les solutions de I'équation (a — \)(c — A) — b* = 0 ou encore
N —Xa+c)+ac—b*=0.

1. Siac—b% > 0 et A\, Xy sont les racines, on a que \;\y > 0 donc N, =2, N, =0 ou
N,, =2, N, =0 et I’équation est elliptique.

2. Siac—b*=0et A\ = 0 sont toutes deux, si Ay > 0, alors \y =0, N, =1, N,, = 0;
si Ay < 0alors Ay =0, N, =0, N,, = 1; c’est le cas normal parabolique.

3. Si enfin ac — b* < 0 les deux racines sont signe contraire N, = 1, N,, = 1, c’est le cas
normal hyperbolique.
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Extensions.

On considére une généralisation de 3.1 ou les coefficients constants a;; par des fonctions
aj; = i (T, U, Uy, ..., Uy ). Les a;; dépendent de x mais non des u et g—;, on peut classifier
I’équation

2
u + f(z,u, _8u i _6u ) =0,
i0;

0
ox

N
E ai;()
= J 0x1 ’ 8x N

7,j=1

séparément dans chaque point x¢, I'on étudie ses solutions, selon la paire (IV,, N,,) associée
A . N .

a la matrice (a;;(19));;_, , comme précédemment.

Prenons I'exemple suivant (I'équation de Tricomi): yug, +uy, = 0. Ici N = 2 et en se basant

sur les calculs précédents, on a ac — b? = v.
1. L’équation sera elliptique pour la semi-plan supérieur y > 0.
2. L’équation sera hyperbolique pour la semi-plan inférieur y < 0.
3. L’équation sera parabolique pour la droite y = 0.

Si les coefficient a;; dépendent aussi de la fonction inconnue u et ses dérivées partielles %,

k2
on peut encore obtenir une espece de classification, en correspondance a un point xz fixé et
a une solution ug(z) donné. Un exemple assez instructif est fourni par I’équation:

) ou\’\ *u  _Oudu 9%u ) ou\”\ 0%u
Tl e T B e B e I
ox 0x? Ox Oy 0x0y dy Oy?

ol 7 est constante réelle. C’est encore une équation en 2 variables, et le calcul de ac — b

nous donne ac — b? = y?*(y? — uZ — ufj), on a donc I'équation sera elliptique pour toutes les

solutions u telles que u2 + u; < 7*, hyperbolique pour les solutions u avec u} + uj > 7> et
parabolique que si solutions u vérifie u? + u) = 7>,

Rappelons les forme canonique possible dans les trois cas lorsque N = 2 :

1. uyy = F(x,y,u,uy, uy,), cas hyperbolique.
9%u d%u e .
2. Au =g + o2 G(x,y,u, ug, uy), cas elliptique.

3. Uyy = H(mv Y, u, ux,uy), cas parabolique.

3.2 Solutions classiques de I’équation de Laplace, de la
chaleur et des ondes

Probléme de Dirichlet pour le Laplacien dans un demi-espace

Soit Q un ouvert de RY et f : 90 — R une fonction donnée. Le probléme de Dirichlet
dans 'ouvert €2 pour l'equation de Laplace consiste dans la détermination d’une fonction

u: ) — R telle que
Au =0, dans(
P ) )
(Po) {u =f sur 0f).

On va s’intéresser au cas particulier ou €2 est un demi-espace, c.a.d. = RY.
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Théoreme 3.2.1 (/9]) On suppose que f € S(RNfl)_(est une fonction bornée). Alors le
probléme (Pp) admet une solution unique avec u € C?*(Q) et Vu € L*(Q). Cette solution est
donnée par la formule

o) =0 () [ 0

iy + 2 = yl?)

RN-1

OuT(z) = [ s*Le*ds est la fonction d’Euler et ' = (21, ..., xx_1).

Remarque 3.2.1 1. Cette formule reste valable pour des fonctions f moins réguliéres
pour que l'intégrale généralisée converge.

2. On sait que la solution du probléme de Dirichlet 2D,

Au=0 dans D = {(z,y) € R* / y > 0},
u(z,0) = f(z)
est donnée par u(w,y) = L f+°o G yxf sdt, ce qui correspond exactement au résultat

général si on prend N = 2 sachant que F(l) 1.

1, >0

Exzemple 3.2.1 f(x) {0 <0 est une distribution tempérée sur R, mais f ¢
) 4y —

S(R).

1 [t Y 1 x
u(z,y) - /0 (=275 5 + arc an(y)

3. Le probléme de Dirichlet dans un disque D(a, R) de centre a(xo;yo) et de rayon R,
un point de ce disque a pour coordonnées xg + 1 cosp, Yo + rsinp avec 0 < r < R et
0 < < 2m, la solution est

1 2m R2 _ 7”2
ulr,9) = %/0 R? —2rRcos(6 — o) + r2f(9)d0

Equation de la Chaleur

Définition 3.2.1 Soit I un intervalle de R et u:1 — S.

On dit que u est continue de I dans S et on écritu € C°(I,S) siVt € I etV(t,), C I, t, =t
alors u(t,) — u(t) dans S.

Pour tout k > 1, l'espace C*(I,S(RY)) est l'espace des fonctions u € C*1(I,S(RY)) telles
que OF tu € CY(I,S(RY)).

C*(1,S(Ry)) = ()L, SERY)).

keN

On considére le probleme de Cauchy suivant: Etant donnée f : RN — R, trouver u :
RY x [0; +o0] telle que

(Pe) @ Au=0  dansRY x [0;+o0],
“Vulz,0) = f(zx), VaeRV,
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Théoréme 3.2.2 ([3]) Si f € S(RY), alors il existe une unique solution u € C*([0; +o00[, S(RY))
satisfaisant le probléme de Chaleur précédent (Pc) ot

u(z,t) = ! < /exp (—W) f(y)dy, Vt > 0.

(4mt)2 .

Remarque 3.2.2 Le cas N = 1 est connu, c’est la modeéele de propagation de la chaleur
dans un fil électrique assez fin.

Equation des Ondes

Soit ¢ > 0, on considéré le probleme de Cauchy hyperbolique suivant: Etant donnée f, g :
RY — R, trouver telle que

o) %_C2Au:0 dans RN x]0; +o0],
e, 0) = 1), G = glw) Ve e RN,

Théoréme 3.2.3 ([7]) Si f, g € S(RY), il existe une unique solution u € C*([0; +o00[, S(RY))

de (Po) o u est donnée par Fu(é,t) = A(ﬁ) cos(c||&||t) + g(f)sin((:ﬁ!ﬁllt)_

Remarque 3.2.3 5S¢ N =1, alors

~

FF(E) cos(ele@) = 5 +et) + £z — )

et

}"1@(5)%](@ = %/_ctg(x + s)ds.

On rentrons donc la formule connue de d’Alembert du cour du Ls :

x+ct
ule,t) = 2(f(x +et) + flz —ct)) + i/ o(s)ds.

26 —ct

3.3 Solutions faibles des EDP et Méthode variation-
nelle

La notion de solution faible d’'une EDP est importante et été mise en existence dans beaucoup
de cas importants. Il est plus facile, souvent de prouver 'existence d’une solution faible et
seulement apres, on établit qu’il s’agit en effet d’une solution classique.
Soient P(D) = Y a,D® un opérateur aux dérivées partielles a coefficients constants sur
|a|<m
Q, et f:Q — R une fonction continue. On dit que u : 2 — R est une solution faible de
I'EDP
P(D)u=7si [ule)P(-D)p(a)ds = [ f@)eayde, v € CF(2)
Q Q
ici P(—=D) = . (=1)1¥lay, o0 ...0%.
la|<m

On peut montrer que toute fonction u € C™(Q2) qui vérifier la relation

P(D) = f

27



au sens ordinaire classique, vérifier aussi '’équation P(D) = f au sens faible. En effet, il suffit
d’observer que, moyennant des intégrations successives par parties, en utilisant I’annulation
de ¢ en dehors d'un compact, on a ’égalité

/u(m)P(—D)gp(m)dm = /P(D)u(x)gp(x)dx, Vo € C5°(92).

Aussi, il est important de signaler qu’une limite (uniforme sur tout compact) de solutions
faibles est encore une solution faible. Si en effet on a ’égalité

/un( )P(—D dx—/fn )z, Vg € C2(Q)

si up(z) = u(x), fu(z) = f(x), uniformément sur tout compact de €2, on trouve que

/u(x)P(— 2)dr = /f 2)dz, Yo € C°(Q).

Une derniere propriété importante se réfere aux solutions faibles qui sont assez réguliere.
Comme exemple simple a deux variables

9%u

=0.V D(R?

on a:

82
/u(x,y)amgydxdy =0.

RQ

On remarque ensuite que si u € C? vérifiant u,, = 0 elle vérifie aussi 1’équation de la solution
faible

dxd Ydxdy = 0, Y € C5°(R?
/(xy)aaxy /(9 p(z,y)dedy = 0, Y (R%).

R2
Il est intéressant de trouver des exemples de solutions faibles non régulieres. Soient F' et G
deux fonctions continues non différentiables d’une seule variable.

La fonction u(x,y) = F(z) + G(y) est une solution faible de 'équation u,, = 0 car Vp €
D(R?),

/ u(2, Y)Pay (T, y)dzdy = / F(2)pay(z,y)dzdy + / G(Y)pay(z,y)dzdy

R2 R2 R2
Z/F(ﬂf) /soxy(x,y)dy dm+/G(y) /soxy(ﬂf,y)d:v dy
R R R R
= 0.

Formulation faible de probleme elliptiques

Quand, on cherche la solution d'une EDP, on peut étre confronté aux problemes suivants:

- La solution ou les coefficients de 'EDP ne sont pas assez réguliers pour donner an sens
classique a I’équation.

- La solution peut étre réguliere mais ’espace correspondant de régularité n’a pas de bonne
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propriétés pour avoir directement ’existence de la solution dans cet espace.

On donne alors un sens faible a la solution sans perdre si possible les notions les plus na-
turelles, c’est a dire on cherche une solution dans un espace de régularité plus faible que
souhaitée, on doit alors choisir I’espace fonctionnel dans lequel on va chercher la solution; ce
choix n’est pas toujours unique et parfois non trivial.

Si on affaiblit trop la solution, il sera a priori facile d’établir I'existence mais pas I'unicité.
Si on n’affaiblit pas suffisamment I’équation, I'existence sera difficile a établir mais I'unicité
sera plus simple.

Il s’agit donc de trouver un juste équilibre. L'un des outils qui rend cette approche utilisable
est le théoreme de Lax-Milgram.

Théoréme 3.3.1 Soit H un espace de Hilbert réel et a une forme bilinéaire continue sur
H
dea >0, Va,y € H, |a(z,y)| < collzl|m ||yl 5

a est coercive sur H, il existe a, > 0 telle que

Vo € H, a(z,r) > a4z|%
et soit L une forme linéaire continue sur H :

Vo € H, |L(z)| < || L[|z
Alors il existe un unique u dans H qui vérifié:

Yo € H, a(u,v) = L(v),
ot < L4l
= Qa

Si plus a est symétrique, a(x,y) = a(y,x), Yo,y € H, alors u est l'unique élément de H qui
minimise la fonctionnelle (dite d’énergie)

3.4 Exemples du cadre elliptique

A- Soit a(u,v) f u(—Awv)dz. Pour que celle-ci ait un sens il faut pouvoir défini Awv,

ce qui incite a ch0181r H = H?*(Q) N H}(Q). Ceci fournira bien une forme bilinéaire
continue, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz:

|a(u, V)] < flull 2@l Av]l2@) < [Jull 2@ l[vlla2@) < [lullallvlla.

Par contre nous n’avons pas de coercivité.
En effet, si u € H, on a

au,u) = /u(—Au)d:v = /u div(—Vv)dz = /u(—Vu)Wd:v+/|Vu|2dx = /|Vu|2dx.
Q Q

Q Q o0

Il est clair qu’il ne peut existe a > 0 tel que
IVullZ2 i) = allully
ce qui impliquerait que H?(Q) N Hg () serait égale & H ().
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B-

Prenons maintenant a(u,v) = [VuVudx et H = H'(£2). Donc ce cas la continuité est
assurée mais pas la coercivité car

a(u,v) = 0 < u = constante.
Le probleme n’est donc pas coercif.

Probléme de Poisson avec condition aux limites de Dirichlet homogenes:
Soit © un ouvert bornée de RY.

—Au=f dans(,
u=20 sur 0S2.

Prenons H = H}(Q) et a(u,v) fVquda: L(v ff

a est évidemment bilinéaire contmue et est coercive d apres I’ 1negahté de Poincaré:
Se > 0, [ulla < oVl

9 N o 1
d’ou, a(u,v) = ||Vul| 2 Hu||L2 )
L est bien une forme hnealre continue sur H, par conséquent, d’apres le théoreme de
Lax-Milgram, le probléme variationnelle

a(u,v) = L(v), Yv e H

admet une solution unique u € H.
Intérprétous maintenant le probléeme résolu
Soit v = P ou @ € D(N) est quelconque, on a

(— A, @)ooy / VuVds = (£, @Ypi e, Ve € D(Q).

D’ot, —Au = f dans D'(Q2) comme u € H, on a, you = u|pg = 0 (on exige ici un bord
C? régulier), donc le probléme résolu est le probléme de Dirichlet homogene pour le
Laplacien par la technique des solutions faibles.

Remarque 3.4.1 Le probleme résolu reste wvalable sans changement lorsque f €

H=YQ) au liew de L*(2).

Probléeme de Dirichlet pour I’équation de Sturm-Liouville

Soit [a;b] C R. On donne deux fonctions continues f,¢q : [a;b] — R, on suppose qu'’il
existe d > 0 tel que g(x) > ¢, pour tout x € [a;b]. On s’intéresse au probléme, dit de
Sturm-Liouville, suivante:

{—u"(m) +g(@)u(z) = f(z) dans]a;0],
u(a) = u(b) = 0.

Posons H = H}(Ja;b]) et Vv € H

=
=
g
_l’_
Q
—~
3
—
8
~
<
8
~
~—
.
8

a(u,v) = /b(u'(x)

/f
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ou u', v désignent les dérivés au sens des distributions des fonctions u, v € H.
a est bilinéaire continue et L est linéaire et continue car

a(u,0)] < /b|u'< r)dz| + / a(a)u(e)o(@)|da
/\u x)dx| 4+ max |q(x ]/ |u(x)v(x)|dx

= [, v) 12 ]ab)|+maXIQ( 2)|[(w, ) 22 ap |
< (L + max[g() )|l llvlla,

et
IL()| = [{f,v)2qanp| < 1 fl22qasp V] 2

otw) = [ )P+ [ o) uto) P
/]u 2da:+(5/ lu(x)|*dx

> min(1,8)]ul|%.

a est coercive car

Les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram sont satisfaites, on peut donc en déduire
qu’il existe une unique solution u € H telle que a(u,v) = L(v), Yv € H.
Si on prend v = P ou ¢ € D(]a;b[), on a:

(', @)oo+ {qu, p) oo = (f, 0)p D

(—u", 0)pp + {qu, p)pp = (f, 0)p,>r

D7Of17 <—U” + qu, 30>'D’,D = <f7 ¢>D,D’7 VSO c D(]CL, bD
Alors —u” + qu = f au sens faible.

E- Probléme de Neumann pour I’équation de Poisson
On a d’abord l'inégalité de Poincaré-Wirtinger, si € est un ouvert bornée de RY, alors
il existe une constante ¢ > 0 telle que Yu € H'(Q2), on ait:

1 2 2
— < .
/]u vol(Q)/udwl dx < c/\Vu| dx
Q Q Q

Considérons la probleme de Neumann:

Au = f dans(,
P
( N){gg—g sur 02,

ou f € L*(Q) et g € L*(Q).
On pose H = HY(Q) et

a(u,v) = /VuV@da:, u,v € H,

Q

/fvdx—l—/gvd:c veH

o0
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| gudzx est définie car application de trace se prolonge en application linéaire continue

o0
de Hl(Q) dans L2(8Q), dc > 0, HvHLz(aﬂ) < CHUHHl(Q).
Il est important de remarquer que la condition aux limites s’insere ici de maniere na-
turelle dans la formulation variationnelle et n’est pas incluse dans ’espace fonctionnel,
la situation est donc différente du cas des conditions aux limites de Dirichlet pour
lesquelles on tient compte de ces conditions dans 1’espace fonctionnel de Hilbert.
a est bien définie bilinéaire continue sur H*(2). Deés que f € L?(Q), L aussi puisque
g € L*(0R), L est linéaire et trivialement continue car d’aprés le théoréme de trace si
ve HY(Q), on a

[vllz2(a0) < cllvllm (-
A ce stade il est important de remarquer que le probléeme (Py) peut avoir de solution
que si f et g vérifient la condition de compatibilité (prendre v = 1 € H'(Q))

4fd:c+/gd:c:0.

o0

Un second point a noter est que si u est solution de (Py), (u + constante est aussi
solution de (Py). Il n'y a pas donc unicité de la solution sans restreindre 'espace
fonctionnel, on introduit par exemple 'espace V = {u € H'(Q) / [u(z)dx = 0}.

Q

up —us = ¢, [(ug —ug)dr = [urdr — [usdz =0 = ¢, d’ott uy = us.
Q Q )
V est un sous-espace fermé de H'(2), donc V est Hilbert comme noyau de la forme

linéaire continue h(u) = [u(x)dz sur H*(Q).
0

On reformule alors le probléeme de Neumann (Py) sur H = V.
a est coercive sur V' d’apres l'inégalité de Poincaré-Wirtinger:

1
Yu eV, a(u,u) = [[Vulliag) 2 ~lullrz

or

1

“llllzaqy = = lelzeg) + 1Veliag)

1

C
1 2 1 2

< au,0) + - [ Vulag = (1+ ) Jull

Do, a(u,u) > @HUH%Q(‘/).

Donc le probleme (Py) admet une solution unique u € V telle que a(u,v) = L(v).

En particulier, en prenant v = ¢ € D(Q2) et en tenant compte que w = (¢ —

#(Q) [o(x)dz) € V, on trouve que —Au = [ au sens des distributions et alors
Q

u € H*(Q).

Soit a résoudre le probleme de Dirichlet non homogene
—u" = f sur |0; 1],
u(0) = a,u(l) = .

On fixé ug une fonction régulier avec up(0) = a et up(1) = B et on effectue le change-
ment de variable. © = u—ug, alors u vérifie le probleme de Dirichlet homogene suivant:

{—ﬂ” =f sur |0; 1],
u(0)=u(1)=0

et on se ramene au probleme de Dirichlet homogene.
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G- Par la méme technique on montre que si €2 est un ouvert borné et si Re ¢ > 0, f €
L?(€2), il existe une et une seule solution u € HJ () telle que

/(VUW+ cuv)dx = /f(w)@(a:), Yo € HE ()
0 Q

qui est aussi solution distribution de I’équation —Awu + cu = f. On remarque que
Au = cu— f € L*(Q) donc u € H?(Q), ce qui permet de gagner un degré de régularité
sur la solution u.

3.5 Régularité des solutions

Toute solution classique est solution faible, le passage d’une solution faible a une solution
classique exige plus de régularité de la solution faible. Les principaux résultats de régularité
sont les suivants:

Théoréme 3.5.1 Théoréme de régularité pour le probléme de Dirichlet [2].
Soit Q un ouvert borné de bord 9Q de classe C? ou bien Q = RY. Soient f € L*(Q) et
u € HY (), telles que:

/Vuﬁ—i—/u@:/f@, Vv € Hy(92).
Q Q

Q

Alors
u € H*(Q) et ||[ull g2y < || fllrz@

(c est une constante positive ne dépendant que de €.)
De plus, si Q est de classe C™? et si f € H™(Q), alors u € H™(Q) avec ||ul| gm2(q) <

|| flzm (), en particulier sim > 5 alorsu € C*(Q) (ici la solution faible devient classique).

Enfin, si ) est de classe C™ et si f € C®(2), alors u € C*(Q).

Remarque 3.5.1 Avec les mémes hypothéses, on obtient les mémes conclusions pour la
solution du probleme de Neumann:

/Vu%dx:/fﬁ—i-/gﬂ, Yo € HY(Q).
Q Q 90

3.6 Etude spectrale du Laplacien

Théoréme 3.6.1 Soit Q un ouvert borné de classe O de RN . Il existe une base hilbertienne

(€n)n>1 de L2(QY) et il existe une suite (\,)n>1 de réels avec A, > 0 et N\, — +o00 telles que
n—+oo

e, € HH Q)N C>=(Q),
—Ae,, = \,e, sur Q.

On dit que les (\,) sont les valeurs propres de —A avec conditions de Dirichlet et que les
(en)n sont les fonctions propres associées.
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Preuve 3.6.1 Etant donnée f € L2(_Q), on note u = T'f 'unique solution v € H(Q) du
probléme variationnel a(u,v) = [VuVude = [ fode = (f,v)12(), Yv € Hj(Q).
o) o)

On considéré S = JT lopérateur correspondant de L*()) dans L*(Q), ot J est linjection
de H}(Q) dans L*(2).
T est linéaire continue de L*(Q2) dans H} () car on a:

a(Tf,v) = (f,v)12(0), Yv € Hy ()

donc en prenant u =v =T f, on obtient:
AITflfn < a(TF,TF) = [(f. THreel < I fleolT oo

ou bien | Tf g < cllfllzz@)-

S est par conséquent un opérateur compact de L*(Q)) dans L*(Q). Vérifions maintenant que
S est auto-adjoint donc symétrique sur L2(2). On pose u =T f, v ="Tg ou f,g € L*(Q), on
a alors

<f7 Sg>L2(Q) = <f7 T9>L2(Q) = CL(Tf, Tg) - (Tgan)

— [ TFde = 6T iy = (TF.9)1200) = (SF.) 20
Q

D’autre part, Vf € L*(Q), on a:

(SE )= (.8 ={.Tf) =aTf,Tf) =TSl

En conséquent, il existe une suite décroissante des valeurs propres de S des réels positifs
(ug)k>1 tendant vers 0 et une base hilbertienne (ey)g>1 constituée des vecteurs propres de S
associées aux valeurs propres correspondantes (pu)r>1 ¢’est @ dire Se, = pgex, Yk > 1.
Dot e € L*(Q2), Vk > 1. Or, Sej, = Tey, = pgey, € H}(Q) donc e;, € HY (), Vk > 1.

On a aussi a(Tey,v) = (ex, v)2(q) e,

1

/VekVEda: = u—/ekaﬂdx, Vv € Hy(2), Vk > 1.
k

Q Q

Autrement dit e; est une solution faible de l’équation —Aep, = Apey avec A\, = .U'Lk > 0, et

A\x — +00. On sait que e, € H*(Q), en appliquant (A) a 'équation —Aey = A\rex on a aussi
k—+o00

ex € HY(Q) en réitérant ce procédé il vient que e, € (| H™(Q) = C=(Q).

m>1
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Chapitre 4

Probleme d’évolution pour I’équation
de la Chaleur et I’équation des Ondes

Les équations de la chaleur et des ondes sont des équations aux dérivées partielles qui mod-
élisent respectivement la propagation de la chaleur et des ondes dans un milieu donné.
Cependant, ces équations posent un probleme d’évolution, c’est-a-dire qu’elles décrivent
I’évolution d’un phénomene dans le temps. Ce probleme d’évolution peut étre difficile a ré-
soudre analytiquement en raison de la complexité des équations et des conditions aux limites
qui y sont associées. Pour résoudre ce probleme, on peut utiliser des techniques d’analyse
fonctionnelle pour étudier 'existence et 'unicité des solutions des équations de la chaleur et
des ondes, ainsi que leur stabilité et leur convergence.

Utilisons les définitions suivantes: 7' > 0, © un ouvert de RY. L’espace C°([0;T], L*(2))
(resp C') est Pespace des fonctions v(t,z) telles que pour ¢t € [0;T], v(t,.) € L*(Q) et
'application qui a ¢ associe v(t,.) est continue (C') de [0; 7] dans L*(Q). Il est muni de la
norme

[Vl e (o122 (0) = sup [[v(E, )|l z2(
0<t<T

(resp ||v]|ze + ||v'||z>) qui en fait un espace de Banach.
Lespace L2([0;T], H}(Q2)) est l'espace des fonctions v(t,z) telles que pour presque tout

te[0;7), v(t,.) € HY(Q) et [ ||u(t, M3 dt < oo.

Il est muni de la norme:

T
0122 oty ) = / ot M e

pour lequel c¢’est un espace de Banach.

Définition 4.0.1 soient H un espace de Hilbert et A : D(A) C H — H un opérateur linéaire
non bornée.

On dit que A est monotone si (Av,v) <0, Yv € D(A). A est mazimal monotone si de plus
Im(I+ A)=H, c’est a direVf € H, Ju € D(A) tel que u + Au = f.

Le résultat suivant est un outil trés efficace pour la résolution des EDP d’évolution.

Théoréme 4.0.1 (théoréme de Hille- Yoshida[0])

Soit A un opérateur mazximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout ug €
D(A) il existe une fonction u € C(]0;4o0[, H) N C(]0; +oo[, D(A)) unique solution du
probléme de Cauchy:

g Au=0 sur ]0; 400,
u(0) = ug (donné initiale).
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De plus on a Vt > 0 :
du
lu(@I] < lluoll et |l ()} = [Au(®)]] < | Auol.

Grace au théoreme de Hille-Yosida on peut maintenant montrer un résultat d’existence et
d’unicité pour l’équation de la chaleur (équation parabolique).

Soit Q un ouvert de RN de fronticre OQ de classe C* et borné. On note Q = Qx]0; +oo| et
¥ = 00x]0; +00[ la frontiére latérale du cylindre Q.

—
C

————

On consideére le probléme suivant: Trouver u(z,t) définie de Q x [0; +oo[ dans R vérifiant
I’équation de la chaleur, la condition initiale et les données aux limites:

‘fl—? +Au=0 sur @,
(Pc) { u(0) =0 sur X3,
u(z,0) = ug(x) sur

N
ot A = > 0x?, t est la variable de temps.u(z,t) est définie de [0;+oo[ a valeurs dans

=1
'espace de Hilbert H = L?*(2) qui dépend seulement de la variable d’espace x € Q. Ainsi
u(z,t) = u(t) désigne un élément de H. L’équation de la chaleur 2 = Au modélise la

ot
distribution de la température u dans le domaine §2 a I'instant ¢.

Théoréme 4.0.2 On suppose que ug € L*(). Alors il existe une fonction u(wz,t) unique
solution du probléme (Pc) et u € C*(]0; +oo[, L*(2)) N C([0; +oo[, H*(Q) N HJ(K)).
Preuve 4.0.1 On introduit [’opérateur non bornée sur L*(Q), Au = —Au, de domaine
D(A) = H*(Q) N H ().

Il est important de noter que l’on impose la condition aux limites u|s = 0 dans la définition
du domaine de A (u =0 sur 92). A monotone car Yu € D(A) :

<AU,U>L2(Q) = <—AU, U>L2(Q) = / — Auudr = ||VUH%2(Q) > 0.
Q

De plus A est mazimal monotone car Im(I + A) = L*(Q). En effet, on sait que f € L*(Q)
il existe u € H*(Q) N HY(Q) unique solution de 'équation —Au + u = f (voir l'ezemple G
avec ¢ = 1 et aussi le théoreme de régularité des solutions faibles.)

Donc en appliquant le théoréme de Hille-Yosida on obtient une solution unique u(x,t) du
probléeme (P¢) ot u € CY(]0; +o00[, L2(Q2)) N C([0; +o00[, H2(2) N H} () et ¥t >0, on a

u()llz2) < lluollz2@)

d
I u®llzz) = I = Au®)llr2@) < | = Auollra@)
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Remarque 4.0.1 1. Siug € H}(Q), alors la solution de (Pc) vérifie

u € C*(]0; +o0], Hy () N L*([0; +o0o[, D(—A) = {u € H*(Q)NH;(Q); Au € Hi(Q)}).

2. Siug € H*(Q) N H(Q), alors la solution de (Pc)
u € C(]0;+ocl, H2(Q) M HY(Q) N C([0; 4o,
D(—A) = {u € HYQ); u € H)(Q) et Au € Hi(Q)}).
Pour les preuves le livre de Bresis [2], pages 207-2009.

3. Lorsque ) est borné, le probléme (Pc) peut étre résolu par décomposition sur une base
hilbertienne de L*(2). A cet effet, il est trés commande de choisir une base (ex,)x>1 de
L2(92).

Constitué des fonctions propres de —A :
—Aey = A\pep,  sur
e, =0 sur Of).

On cherche la solution de (Pc) sous la forme u(z,t) = > ap(t)ex(x). Alors, on a
k=1

nécessairement

%:Z K(t)en Au—Zak —ier(x)).

k=1

Donc aj(t) + Agax(t) = 0, d’ou ai(t) = ar(0)e Mt et les conditions a;(0) sont déter-
minées a partir de la condition initiale ug(x) :

= "ap(0)ex(x) = uo(x)

c’est a dire les ar(0) sont les composantes de ug(x) dans la base (ex(x))g>1.

Exercice 4.0.1 Résoudre le probleme de la chaleur

% _ % dans [0;17]x]0;1]
u(t,0) = u(t,1) =0Vt € [0;T]
u((),x) =1 x 6]0; 1['

On sait que Zak() k() = Zak( Ye Mtep(2) ou en(r) = V2sin(krx) sont les vecteurs
propres normal@ses de —A dcms L2(]0;1]) associés auz valeurs propres A, = k*m%, k €
N*. u(t, z) vérifie les conditions auzx limites.

La condition initiale donne 1 = u(0,x) = iak(O)ek(x). D’ou, 1 = i\/ﬁak(()) sin kmx avec
b, = V/2a;(0) sont les coefficients du dével];;;ement en série de Fouf“;;r sinus de la fonction

constante égale a 1 sur ]0;1].
Soit f le prolongement impair 2-périodique sur | — 1;1[ de la fonction 1 :

-1 —1l<z<0.

Y

{1 , O<z <1
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Alors, Vo €]—1;1[, L&) Zbk( )sin krx ot by, = 2f01 sin(krz)dr = W, boy, =

_ 4
0, bory1 = (2k+1)m"
En conclusion,

4 sin(2k + D)7 =
Vx €]0;1], 1= ;;W ;ak \/_smlmx

Par identification, on a

_
™22k + 1)’

ag, = 0 et A2k +1 (0) = keN

Finalement, la solution du probléeme est donnée par

4 sin(2k + 1)7r:£6_7r2(2k+1)2t

k=1

On établit dans ce qui suit un résultat similaire pour I’équation des ondes (cas hyperbolique).
Soit € un ouvert de RY de frontiere 02 de classe O et bornée. Comme précédemment
Q = Qx]0; 00[ et & = 90 x]0; +oc[. On cherche u(z,t) : 2x]0; +o00[— R vérifiant le probléme
de propagation des ondes a l'instant ¢ dans un milieu homogene €2.

BtQ —Au=0 sur ()
u=0 sur X
u(z,0) = ug(x) sur

?;: (2,0) = vo(z) sur Q

(Po)

Théoréme 4.0.3 On suppose que ug € H*(Q) N HJ(Q) et que vg € Hy (). Alors il existe
une solution unique de (Po) avec

u € CO([0; +oo[, H*(2) N Hy(2)) N CH([0; +o00], Hy () N C?(]0; +o0l, L*(Q)).

De plus, on a:

ou

I at( Wiz + IVl = lvollza@) + [[Vuoll 2y, ¥t > 0.

Cette égalité exprime une loi de conservation montrant que [’énergie du systéme reste invari-
ante au cours du temps.

Ecrivons Uéquation des ondes 2 5z — Au = 0 sous la forme d’un systeme du premier ordre:

t2

ou
(By) v= g sur @
%—Auzo sur Q

et on pose U = ( :j ) de sorte que (Ey) devient

dU
E AU =0
(E2) dt
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B 0 -1V . B —v (u(0)\ [ ug(x)
avecA-(_A O>zeAU—(_Au).U(O)—(U(O))—(Uo(x) .
On applique maintenant le théoréme de Hille-Yosida dans l'espace de Hilbert H = H(2) N
L2(Q2) muni du produit scalaire:

(U1, Uz) = (1, u2) gy + (v1,v2) 120

mm:(?),%:(?).
1 2

On considére lopérateur A : D(A) C H — H défini précédemment de domaine D(A) =
(H2() N HL(Q) x HY(Q).

Notons que les conditions aux limites u = 0 sur ¥ sont incorporées dans D(A), il reste aussi
que v =2 =0 sur X. En posant U(t) = €'V (t), il est facile de voir que le systéme

% + AU =0 sur [0; +00]
(Es3) U(0) = ( Zo((i)) )

est équivalent au systéme

YA+ DV = sur [0; 4-o00]

(&)V@:U@:<W@>.

Vérifions que (A + I) est un opérateur mazimal monotone dans H.

i) (A+ 1) est monotone, en effet si V = ( g ) € D(A),

on a,

(A+ DV, Vg = (AV, V) + (V, Vg

/Uudx— /VvVudx+/ —Au) Uda:+/|u| dx—l—/|Vu| dx+/|v ?dx
/vud:r+/|u| d:r+/|Vu|2das+/|v| dx

>0

car d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwartz on a:

—/Uﬂdac > _||U||L2(Q)||U||L2(Q) > _ HU||§2(Q) _ ||UH§2(Q)

Q

c’est a dire,

u v
«A+nwvmz””§@+w|fmuwvwm@.

i) (A+ 1) est mazimal monotone, il suffit de vérifier que (A + 2I) est surjectif. Etant
donné F = ( ch > , on doit donc résoudre ’équation AU + 2U = F, c’est a dire le

systeme
—v+2u=f sur €
—Au+2v=g sur Q
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avec u € H*(Q) N HF(Q) et v € HL(Q).
On en déduit de ce dernier systeme que

—Au+4u=2f +g sur €.
Or, d’apres l'exemple G avec ¢ = 4, cette equation admet une solution unique u €
H2(Q) N HY(Q), ensuite v =2u— f € H}(Q).
En appliquant maintenant le théoreme de Hille- Yosida, on voit qu’il existe une solution

unique U du systéeme Es, avec

U € C*(J0; +o00[, Hy(Q) x L*(Q)) N C([0; +oc[, D(A)) (%)

Vo

puisque Uy = < Ho ) € D(A).

En interprétant (x), on obtient la régularité C? de . <U = ( _uau ) ceCl' = 6’2) .

v= %
ot
. . . , . 2
Pour terminer la preuve, multiplions l’équation des ondes —‘Ztg — Au = 0 par —‘?;t‘ et

intégrons sur ), on a:

Q

! 9 10
J— - —_ 2

/( Au)ada: 28t/(Vu) dx

Q Q
D’ou,

d%u o 10 [ [ou\’ 19 )
Q Q

ou bien,

0, 0u 4
S e
En intégrant cette égalité de O at > 0, on a

0
+ EHVUH%Q(Q) = 0.
ou
||§||%2(Q) - ||U0||%2(Q) + HVUH%?(Q) - ||VU0||%2(Q) = 0.

D’ou,
ou, 2 2 2
“a”LQ(Q) + [ Vullz2) = llvollz2@) + [[Vuollz2() = 0

Remarque 4.0.2 Lorsque Q est borné le probléme (Po) peut étre résolu comme ’équation
de la chaleur par décomposition sur une base hilbertienne.

On choisit la base hilbertienne (e (z))x>1 de L*(Q) constituée des fonctions propres de (—A)
avec conditions de Dirichlet

—Aep = \pep,  sur

exlon = 0.

Notons que N\ > 0, Yk € N*. On cherche la solution de (Po) sous la forme

u(z,t) =Y ar(t)er(r)

k=1

oo
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On a nécessairement

a%(t) + )\kak(t) = O, k> O, t> 0.
D’ou,

ag(t) = ) cos(v/Axt) + sm (VAt)-

Les constantes a(0) et a}(0) sont déterminées a pafrtzr des relations

[o@)
uo () Zak
o0

vo(z) = Za

=1

donc ce sont les composantes de ug et vy dans la base (e(x))k>1

Exemple 4.0.1 Résoudre le probleme aux limites de [’équation des ondes

8;7;‘ = % dans [0;T]x]0; 1]
u(t,0) = u(t,1) = 0, vt € [0: 7]

w(0,2) =1, 24(0,2) =0 sur ]0;1].

u(t,z) = i(ak ) cos(v/At) +

k=1

sm\/_t>

er(z) = V2sinkrz, k> 1
Ao = K272, k> 1

=1= Zak V2sinkrz

=0= Zak V2sin kr.

Ao = O, A2k+1 = m, CL;(O) = 0, k Z 1.

4icos (2k + 1)t sin(2k + 1)7t
™ 2k +1
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